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В данной работе описаны алгоритмы и методы, использованные при моделировании 
континуальной перколяции сфер и эллипсоидов. Сферы и эллипсоиды имеют жёсткую часть и 
проницаемую оболочку. Соответственно, жёсткие части элементов не могут пересекаться, а 
проницаемые оболочки могут пересекаться. Пересечение проницаемых оболочек двух элемен-
тов характеризует наличие контакта между ними и указывает на то, что элементы принадле-
жат одному кластеру. Перколяция в системе наступает в том случае, если существует кластер, 
простирающий всю систему (перколяционный). Для перколяции сфер рассмотрены два слу-
чая: в первом случае связь между сферами наступает при перекрытии проницаемых оболочек; 
во втором случае вероятность связи между сферами пропорциональна объему перекрытия 
проницаемых оболочек. В случае эллипсоидов связь между ними наступает при перекрытии 
проницаемых оболочек.  
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The research work describes the algorithms and methods used for modeling the continuum per-
colation of spheres and ellipsoids. Both of these – spheres and ellipsoids – have hard parts and soft 
shells. The hard parts of the elements cannot be crossed, while the soft shells can. Crossing of the soft 
shells of two elements characterizes contact existence between them, and specifies that the two ele-
ments belong to one cluster. The system percolates when there is a cluster, stretching all the system 
(the percolation cluster). For the percolation of spheres, the paper considers two cases: in the first 
case, the bond between the spheres comes when the soft shells overlap; in the second case, the prob-
ability of a bond forming between the spheres is proportional to the volume of the soft shells' over-
lapping. In case of ellipsoids, the bond would only come if the soft shells were to overlap.  
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Перколяция (percolation – англ.) – протекание. Первые работы в этом направле-
нии был посвящены процессам протекания жидкостей или газов через пористую 
среду и процессам гелеобразования [14]. В дальнейшем методы теории перколяции 
начали использовать при моделировании электропроводности в композитах, прыж-
ковой проводимости в полупроводниках и др. В настоящее время теория перколяции 
широко применяется в нанотехнологиях при создании наноматериалов, содержащих 
углеродные нанотрубки и нановолокна. 

Задачи теории перколяции делятся на решёточные и континуальные. Решёточ-
ные задачи хорошо изучены, а вот с континуальными дело обстоит иначе. Во-
первых, континуальные задачи тяжело моделируемые. Во-вторых, континуальные 
задачи имеют огромную вычислительную трудоемкость. В связи с этим в большин-
стве исследований в данном направлении используют идеализированные или слиш-
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ком упрощённые модели, далекие от реальных процессов. В некоторых работах 
можно встретить алгоритм заполнения системы элементами по какому-либо правилу, 
а не по случайности: например, заполнение элементов по какому-либо закону рас-
пределения (нормальное распределение, распределение Пуассона) или же корректи-
ровка расположения элемента в случае его пересечения с другими элементами [12]. 
Встречаются также какие-либо ограничения на ориентацию частицы в системе для 
облегчения моделирования, там самым отдаляя модель от реальной системы. Или же 
после процедуры упаковки производится дискретизация системы и модель опять 
уходит от реальности [16]. Кроме того, в большинстве случаев алгоритмы, приме-
няемые для решёточных задач, оказываются неприменимыми для континуальных 
задач. Вследствие этого актуальной задачей на сегодняшний день является изучение 
и модификация существующих алгоритмов и методов, а также создание новых, под-
ходящих для решения континуальных перколяционных задач. 

В данной работе предложены алгоритмы и методы, использованные для моде-
лирования континуальной перколяции сфер и эллипсоидов. Данная перколяционная 
задача интересна, так как имеет весьма широкую область практического применения. 
С помощью таких перколяционных моделей изучают электропроводность в компо-
зитах [10; 11] процессы гелеобразования [5; 7], изготовление наноматериалов. Кон-
тинуальная перколяция сфер и эллипсоидов изучалась и ранее. Были исследованы 
перколяция полностью проницаемых сфер [17], жёстких сфер с проницаемыми обо-
лочками [12], жёстких сфер [8], перекрывающихся эллипсоидов [16], жёстких эллип-
соидов [4], сплющенных жёстких эллипсоидов с проницаемыми оболочками [3]. Но-
визна нашего исследования заключается в следующем: впервые исследована перколя-
ционная модель жёстких сфер с проницаемыми оболочками с вероятностью возникно-
вения связи, которая пропорциональна объему перекрытия проницаемых оболочек: 

0
per

per
bond V

V
p  , 

где perV – объем перекрытия проницаемых оболочек, 0
perV  – объем 100-го перекры-

тия двух проницаемых оболочек; впервые исследована перколяционная модель вы-
тянутых жёстких эллипсоидов с проницаемыми оболочками, связь между эллипсои-
дами возникает при пересечении проницаемых оболочек.  

 

Постановка задачи и методика моделирования 
Исследованы три перколяционные модели: 
1. Континуальная перколяция жёстких сфер с проницаемыми оболочками для 

случая, когда две сферы принадлежат одному кластеру, если их проницаемые обо-
лочки пересекаются. 

2. Континуальная перколяция жёстких сфер с проницаемыми оболочками для 
случая, когда вероятность возникновения связи между сферами пропорциональна 
объёму перекрытий их проницаемых оболочек. 

3. Континуальная перколяция жёстких эллипсоидов с проницаемыми оболоч-
ками для случая, когда два эллипсоида принадлежат одному кластеру, если их про-
ницаемые оболочки пересекаются. 

Элементы (сферы и эллипсоиды вращения) случайным образом помещаются в 
куб с линейным размером L. Элементы имеют жёсткую часть и проницаемые обо-
лочки. Для каждого набора параметров проводится 100 испытаний. Для каждого ис-
пытания главной задачей является нахождение перколяционного кластера, который 
можно представить как простирающийся через всю систему и соединяющего ниж-
нюю и верхнюю грани куба или же как оборачивающий кластер – оба варианта яв-
ляются равноправными и верными. В рамках наших моделей при использовании на-
ших алгоритмов удобнее искать перколяционный кластер именно от нижний грани 
куба к верхней грани, т.е. мы считаем, что если кластер имеет разрыв внутри куба, то 
он уже не является перколяционным. Та доля упаковки, при которой вероятность 
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возникновения перколяционного кластера равна 0,5, называется порогом перколя-
ции. Кроме порога перколяции рассчитаны другие характеристики модели: распре-
деление кластеров по размерам, средний размер кластера, мощность и фрактальная 
размерность перколяционного кластера, среднее значение и распределение соседей 
элемента, критические показатели. 

Моделирование проводилось методом Монте-Карло с использованием модифи-
цированного алгоритма Хошена – Копельмана [6] для распределения элементов по 
кластерам и нахождения среднего размера кластера. Для генерации случайных чисел 
применялся алгоритм вихрь Мерсенна [9]. В континуальной перколяции нельзя оп-
ределить наличие перколяционного кластера в системе с помощью алгоритма Хоше-
на – Копельмана, поэтому нахождение перколяционного кластера и его размера про-
водилось с помощью «волнового алгоритма» [13], который также находит кратчай-
ший путь по перколяционному кластеру. При моделировании использованы перио-
дические граничные условия по всем трем направлениям. 

Рассмотрим все используемые алгоритмы более подробно. Для заданной доли 
упаковки (объемной доли частиц) рассчитывается количество элементов: 

V
pLn

3
 , 

где p  – заданная доля упаковки, V – объем элемента, которые необходимо размес-
тить в кубе. 

 

Методика заполнения системы элементами 
Упаковка сфер производится следующим образом: 
1. Координаты центра первой сферы 1 1 1, ,x y z  генерируются и записываются в 

массивы x, y, z, сфере присваивается номер 1. 
2. kp=0 (число попыток упаковать элемент). 
3. Для каждой следующей сферы (новой) генерируются координаты центра 

iii z,y,x . 
4. Проверяется, есть ли в области  rz,ry,rx iii 222   ранее упакованные 

сферы. 
5. Если такие находятся, то идет проверка на пересекаемость новой сферы с 

каждой сферой, находящейся в области  rz,ry,rx iii 222  . 
Если сфера пересекается с какой-либо из таких сфер, она отвергается и пере-

менная kp увеличивается на 1. Если kp=L3·1000, то процедура упаковки заканчивает-
ся, так как разместить очередной элемент не удается из-за отсутствия достаточных 
пустот (такое явление называется джамингом), n=i; иначе переходим к пункту c 
(i остается прежним). 

Если сфера не пересекается с какой-либо из таких сфер, она принимается: ее 
координаты записываются в массивы x, y, z, сфере присваивается номер i. Далее ра-
ботает модифицированный алгоритм Хошена – Копельмана, который будет описан 
ниже. После прохождения алгоритма Хошена – Копельмана i увеличивается на 1, и 
переходим к пункту b данного алгоримта. 

И так далее до тех пор, пока i не станет равным n. 
Упаковка эллипсоидов производится аналогично, отличие от упаковок сфер со-

стоит в следующем. Во-первых, кроме координат центра для каждого эллипсоида 
генерируются угол поворота (отклонение от осей x, y) и угол наклона (отклонение от 
оси z), которые в дальнейшем записываются в массивы alfa, beta. Во-вторых, для 
проверки на пересекаемость двух эллипсоидов создана функция (описание смотреть 
ниже), которая ищет общую точку (точки) двух поверхностей. Если такая точка на-
ходится, то эллипсоиды пересекаются, иначе – не пересекаются. 

Наша процедура упаковки отличается от упаковок в предшествующих исследо-
ваний тем, что она случайна. В предшествующих исследованиях авторы использова-
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ли заполнение по каким-либо правилам: либо использовали какие-либо законы рас-
пределения; либо при пересечении объектов не отвергали его, а просто передвигали 
на фиксированное расстояние. В наших моделях случайно генерируется положение 
объекта, и если он не пересекается с другими ранее упакованными объектами, то он 
располагается в этом положении.  

 

Модификация алгоритма Хошена – Копельмана 
Был модифицирован классический алгоритм Хошена – Копельмана, который за 

один проход идентифицирует все кластеры и определяет распределение элементов 
по кластерам под континуальную задачу. Модифицированный алгоритм Хошена – 
Копельмана отличается от классического тем, что в классическом алгоритме переби-
раются по порядку все слои решётки, а в модифицированном перебираются все эле-
менты от 1 до n. Это даёт возможность работать алгоритму в континууме. Кроме 
того, при работе модифицированного алгоритма создаются списки соседей для каж-
дого элемента (для случая сфер в первой модели соседями являются такие сферы, 
проницаемые оболочки которых пересекаются; во второй модели соседями являются 
такие сферы, проницаемые оболочки которых пересекаются и выполняется условие 
наличия связи между ними bondgen pp  , где genp  – случайно сгенерированное 

число от 0 до 1; для случая эллипсоидов соседями являются такие эллипсоиды, про-
ницаемые оболочки которых пересекаются). 

Модифицированный алгоритм работает следующим образом: 
1. При генерации первого элемента ему присваивается кластерная метка 1 и 

размеру первого кластера также присваивается значение 1. 
2. Для каждого следующего элемента i, проверяется, существуют ли среди ра-

нее проверенных элементов (уже имеющих кластерную метку) её соседи. 
3. Если соседей не нашлось, то элемет i предположительно принадлежит ново-

му кластеру. В этом случае k (номер кластера) увеличивается на 1, элементу i при-
сваивается k-ое значение кластерной метки и значению размера k-го кластера при-
сваивается 1. 

4. Если встречается один сосед, то два элемента принадлежат одному кластеру. 
В этом случае элементу i присваивается кластерная метка соседа и размер кластера с 
данной меткой увеличивается на 1. 

5. Если соседей нашлось несколько, то все элементы принадлежат одному кла-
стеру. В этом случае, соседи могут иметь как одинаковые, так и разные кластерные 
метки. Если все кластерные метки соседей одинаковые, то сфере i присваивается 
кластерная метка соседа и размер кластера с данной меткой увеличивается на 1. Если 
среди соседей есть такие, которые имеют разные кластерные метки, то возникает 
конфликт кластерных меток. В этом случае: 

 находим среди кластерных меток наименьшую – она является правильной 
кластерной меткой, остальные метки являются неправильными; 

 объекту i и всем соседям присваивается значение правильной кластерной метки, 
размер кластера с правильной меткой увеличивается на (1+(количество соседей-1)); 

 среди ранее рассмотренных элементов находятся те, которые имеют неправиль-
ные кластерные метки. Для каждого такого объекта меняем кластерную метку на правиль-
ную, размер кластера с правильной меткой увеличивается на количество таких объектов, 
а размеры кластеров с неправильными кластерными метками обнуляются. 

После выполнения модифицированного алгоритма Хошена – Копельмана из-
вестно распределение элементов по кластерам, что необходимо для определения 
среднего размера кластера. Кроме того, для каждого элемента существует список 
соседей, эта информация используется в «волновом алгоритме» и для нахождения 
распределения количества соседей и определения значения среднего количества со-
седей cB . 
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«Волновой алгоритм» 
Для нахождения вероятности возникновения перколяции в системе необходимо 

проверить на каждом испытании существует перколяционный кластер. Для этого, в 
процессе упаковки создаются два массива, в первый minz записываются все номера 
элементов, для которых вертикальная координата z удовлетворяет условию 

)(0 drz   для сфер и )(0 drkz   для эллипсоидов, во второй maxz – номе-
ра объектов, для которых LzdrL  )(  для сфер и LzdrkL  )(  для 
эллипсоидов. Далее для каждой пары элементов из первого и второго массивов, ко-
торые имеют одинаковые кластерные метки, определяется, существует ли непрерыв-
ный путь между ними с помощью «волнового алгоритма». Если такая пара элемен-
тов находится, то следующие элементы уже не проверяются. Такая проверка необхо-
дима, так как при моделировании используются периодические граничные условия и 
наличие одинаковых кластерных меток у двух объектов не гарантирует наличие пути 
между ними через всю систему. 

Идея «волнового алгоритма» заключается в следующем: 
1. Выбирается пара элементов из массивов minz и maxz, имеющих одинаковые 

кластерные метки: mini – начало пути, maxi – конец пути. 
2. Создаются массивы OF (старый фронт волны), NF (новый фронт волны), 

T (волновая метка). 
3. Создаются переменные Tp (время), length (длина пути). 
4. Для всех элементов T[i]=0, ni 0 . 
5. mini принадлежит старому фронту волны и записывается в массив OF, 

Tp=1, length=0, T[mini]=-1. 
6. Для каждого из элементов, принадлежащих старому фронту волны OF, пе-

ребираются все соседи. 
7. Для каждого соседа j проверяется: если T[j]=0, то: T[j]=Tp, j записывается в 

массив NF. 
8. Если массив NF после предыдущего действия оказался пуст, то перколяци-

онного кластера нет. Работа алгоритма прекращается. 
9. Если массив NF содержит элементы, то: 
 ищем среди элементов массива NF элемент maxi; 
 если maxi найден среди элементов массива NF, то перколяционный кластер 

найден. В этом случае найден кратчайший путь от mini до maxi length=Tp. Работа 
алгоритма прекращается; 

 в случае, если maxi не найден среди элементов массива NF, то: массив OF 
очищается; в массив OF записываются элементы массива NF, Tp=Tp+1; переходим 
к пункту f). 

Данный алгоритм находит кратчайший путь по перколяционному кластеру. 
Также после нахождения перколяционного кластера нам известен его размер, что 
необходимо для определения его мощности и фрактальной размерности. 

 

Методика нахождения пересечения двух эллипсоидов 
Для нахождения пересечения жёстких частей двух эллипсоидов вращения, 

а также для их проницаемых оболочек были созданы специальные функции. В обеих 
функциях используется уравнение эллипсоида 

2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0

2 2 2

( ) cos cos ( ) cos sin ( ) sin 1,
( )

x x y y z z
r r rk

      
    

где 0 0 0, ,x y z  – координаты центра, ,   – углы наклона и поворота соответственно. 
Входными данными служат номера двух эллипсоидов i и j, для которых произ-

водится проверка на пересекаемость. Для обоих эллипсоидов известны координаты 
центра, угол наклона (отклонение от оси z) и угол поворота (отклонение от осей x, y), 
которые хранятся в массивах x, y, z, alfa, beta. Из всего куба с линейным размером L 
выбирается параллелепипед с минимальными размерами такой, что в него входят оба 
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рассматриваемых эллипсоида. Далее с шагом 0,1r перебираются все точки данного 
параллелепипеда. Для каждой точки проверяется, удовлетворяет ли она уравнению 
обоих эллипсоидов. Если такая точка находится, то эллипсоиды пересекаются. Вы-
бор шага 0,1r является оптимальным, так как при выборе меньшего шага (т.е. рас-
смотрения большего количества точек) время расчетов значительно увеличивается, 
а полученные результаты практически совпадают. 

Функция нахождения пересечения проницаемых оболочек двух эллипсоидов 
аналогична предыдущей. В данном случае в уравнениях эллиспоида учитывается 
проницаемая оболочка d и параллелепипед также выбирается с учетом толщины 
проницаемой оболочки.  

Обе функции возвращают значение 1, если пересечение найдено, и 0, если пере-
сечения нет. 

 

Прочие алгоритмы 
Кроме вышеописанных алгоритмов в программе используются стандартные ме-

тодики теории перколяции для определения фрактальной размерности перколяцион-
ного кластера, критических показателей [15]. Также для определения среднего коли-
чества соседей элемента и его распределения была разработана методика, исполь-
зующая стандартные формулы математической статистики [1; 2]. Сначала определя-
ется распределение количества соседей по элементам (количество элементов N(k), 
имеющих k соседей). Среднее значение количества соседей элемента вычисляется по 
формуле: 

n
kkNBc

 )(
. 

Для определения порога перколяции и оценки его погрешности также исполь-
зуются стандартные методы теории перколяции и математической статистики. Для 
каждого набора начальных параметров определена вероятность возникновения пер-
коляционного кластера )( pP ; далее полученные результаты компьютерного экспе-

римента аппроксимируются функцией 1))))(((1()(  aLppexppP c . Имеются 
различные подходы в выборе аппроксимирующей функции, в частности, использо-
вание полиномов или прямых. Ни один из этих способов не имеет строго теоретиче-
ского обоснования, однако применение различных аппроксимирующих функций 
приводит к одним и тем же значениям порога перколяции с ошибкой, не превышаю-
щей ошибку компьютерного эксперимента.  

При аппроксимации учитываются ошибки проведенных измерений следующим 
образом. Для каждого значения вероятности возникновения перколяционного кла-
стера найдено стандартное отклонение среднего 

N

PP
N i

P
 



2)(
1

1

 . 

Далее, используя критерий Стьюдента, найден доверительный интервал 

PtP  , в который с вероятностью 95 % попадает наше значение вероятности воз-
никновения перколяционного кластера, где t=1,98 – коэффициент Стьюдента. Значе-
ние параметра p, при котором вероятность возникновения кластера равна 0,5, при-
нимается за значение порога перколяции. Ошибка результата вычисляется, исполь-
зуя стандартное отклонение среднего: 

1

2




n
s  , 

по формуле 
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n
st , 

где t – коэффициент Стьюдента. 
Таким образом, нами были подробно описаны алгоритмы и методики, исполь-

зуемые при моделировании континуальной перколяции сфер и эллипсоидов. Глав-
ными результатами проделанной работы являются: 

1. Модификация алгоритма Хошена – Копельмана для континуальной перко-
ляционной задачи. 

2. Разработка методики нахождения пересечения двух эллипсоидов и их про-
ницаемых оболочек. 

3. Разработка методики определения среднего значения соседей cB , приходя-
щихся на один элемент, и его распределения. 

 

Работа выполнена в рамках проекта Министерства образования и науки Рос-
сийской Федерации № 1.588.2011 «Математическое моделирование процессов само-
организации в системах микро- и наночастиц». 
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