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Предисловие
Основное назначение компьютерного практикума — проведение ла-

бораторных работ по дисциплине «Математические модели в естество-
знании и методы их исследования» для направления «Прикладная ма-
тематика и информатика». Кроме того, практикум может быть полезен
при проведении лабораторных занятий по теме «Математические моде-
ли естественных наук», входящей в различные дисциплины различных
направлений. Перечень лабораторных работ в основном соответствует
учебному пособию [31].

Цель компьютерного практикума заключается в том, чтобы обеспе-
чить качественное проведение занятий по изучению раздела «Математи-
ческие модели естественных наук» с применением ИКТ. Компьютерный
практикум должен обеспечить решение следующих задач

∙ способствовать развитию у студентов самостоятельной познава-
тельной деятельности,

∙ расширять представления студентов о моделировании как методе
научного познания,

∙ знакомить студентов с использованием компьютера как средства
познания и научно–исследовательской деятельности,

∙ развивать умение проводить сравнительный и комплексный ана-
лиз математических моделей.

Задания, предусмотренные в пособии, направлены на углубленное
освоение студентами основных положений лекционного курса. Все лабо-
раторные работы снабжены инструкциями по их выполнению. Вопросы
к каждой лабораторной работе и тестовые задания позволяют студен-
там самостоятельно контролировать уровень освоения материала.

В целом учебно-методическое пособие по курсу «Математические мо-
дели в естествознании и методы их исследования» направлен на то, что-
бы помочь студенту сознательно освоить основной объём лекционного
материала и подготовиться к экзамену по данному курсу.

Учебно-методическое пособие предназначено для преподавателей и
студентов вузов естественнонаучных и физико-математических направ-
лений, прежде всего для студентов направления «Прикладная матема-
тика и информатика».
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Общие требования
Общие вопросы к лабораторным работам

1. Что описывает модель?

2. Какие эффекты учитывает модель?

3. Какие предположения используются при построении модели?

4. Каков смысл переменных модели? Каков смысл параметров моде-
ли?

5. Каковы возможные направления модификации модели?

6. Какие режимы демонстрирует модель?

Для работ, связанных с изучением
динамических систем на плоскости

Общие требования к уровню усвоения материала
В результате подготовки и выполнения работы студенты должны

1) знать уравнение (-я), описывающее (-ие) модель;

2) знать смысл переменных и параметров уравнения (-й);

3) знать влияние изменения параметров модели на её поведение;

4) уметь определять тип особых точек системы;

5) уметь описывать поведение системы по фазовому портрету;

6) уметь описывать поведение системы по графику зависимости.

Общие вопросы к лабораторным работам
1. Какие особые точки есть на фазовом портрете системы?

2. Каковы координаты особых точек?

3. Меняется ли тип особых точек при изменении параметров модели?

4. Каковы особые направления? Каковы асимптоты?

5. Есть ли на фазовом портрете изучаемой системы предельные цик-
лы?

6. Возможны ли в рассматриваемой системе бифуркации? Если да,
то при каких условиях?
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Общие требования к оформлению отчета
Отчёт по работе должен содержать

1) фазовые портреты и графики зависимости в соответствии с зада-
нием;

2) подробные выводы о поведении системы для каждого случая;

3) ответы на вопросы.
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Лабораторная работа № 1

Ограниченный рост. Уравнение
Ферхюльста

Цель работы. Провести компьютерный анализ динамики численно-
сти популяций при ограничении ресурсов на примере модели Ферхюль-
ста.

Требования к уровню усвоения материала

1. См. Общие требования на с. 6.

Порядок выполнения работы

1. Ознакомиться с теоретическим материалом [12, 28, 30, 31].

2. Запустить программу VLISS из главного меню. Из раздела «Жи-
вые системы» — «Базовые модели математической биофизики»
открыть страницу модели «Ограниченный рост. Уравнение Ферх-
юльста».

3. Провести исследование модели. Меняя начальное условие, полу-
чить различные режимы выхода на стационарное состояние для
следующих случаев:

∙ численность убывает,

∙ численность остаётся постоянной,

∙ численность возрастает без перегиба,

∙ численность возрастает с перегибом.

4. Ответить на вопросы к лабораторной работе.

5. Оформить отчёт по результатам исследований.

Вопросы к лабораторной работе

1. Ответить на общие вопросы на с. 6.

2. Ответить на дополнительные вопросы.
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(a) Какие процессы описываются логистическими уравнениями
(в экономике, социологии, биологии)?

(b) Как называется кривая, отображающая на плоскости дина-
мику изменения численности по уравнению Ферхюльста?
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Лабораторная работа № 2

Модель нелинейного маятника

Цель работы. Изучение колебаний нелинейных систем на примере
модели нелинейного маятника.

Требования к уровню усвоения материала

1. См. Общие требования на с. 6.

2. Уметь приводить уравнение, описывающее движение маятника, к
безразмерному виду.

3. Уметь выводить уравнения движения маятника вблизи положения
устойчивого равновесия, неустойчивого равновесия, с учётом со-
противления среды и строить соответствующие им фазовые порт-
реты.

4. Уметь находить точное решение задачи о маятнике.

Порядок выполнения работы

1. Ознакомиться с теоретическим материалом [6, 25, 31].

2. Запустить программу VLISS из главного меню. Из раздела «Базо-
вые модели» — «Дифференциальные модели» открыть страницу
модели «Нелинейный маятник».

3. Провести исследование модели по следующему плану:

(a) Исследовать систему без затухания (𝛽 = 0). Вводя различ-
ные начальные условия, получить фазовые траектории и за-
висимость координаты и скорости от времени для следующих
случаев:
∙ гармонические колебания;
∙ нелинейные колебания;
∙ движение вблизи сепаратрисы;
∙ вращение.

(b) Исследовать систему с малым затуханием. Вводя различные
начальные условия, получить фазовые траектории и зависи-
мость координаты и скорости от времени.
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(c) Исследовать систему с большим затуханием. Вводя различ-
ные начальные условия, получить фазовые траектории и за-
висимость координаты и скорости от времени.

(d) Дополнительное задание: исследовать зависимость периода
колебаний от амплитуды.

4. Ответить на вопросы к лабораторной работе.

5. Оформить отчёт по результатам исследований.

Вопросы к лабораторной работе

1. Ответить на общие вопросы на с. 6.

2. Ответить на дополнительные вопросы:

(a) Какие колебания математического маятника можно считать
гармоническими?

(b) Какие колебания называются нелинейными?

(c) Что называется периодическими колебаниями и что называ-
ется периодом колебания?

(d) Что такое сепаратриса?

(e) В чем смыл приведения уравнения к безразмерному виду?
Влияет ли приведение уравнения к безразмерному виду на
качественное поведение модели?
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Лабораторная работа № 3

Хищник–жертва

Цель работы. Провести компьютерный анализ динамики двух взаи-
модействующих популяций на примере модели Вольтерры–Лотки «Хищник–
жертва».

Требования к уровню усвоения материала

1. См. Общие требования на с. 6.

2. Знать какие принципиальные предположения привели к тому, что
модель описывается системой обыкновенных дифференциальных
уравнений.

Порядок выполнения работы

1. Ознакомиться с теоретическим материалом [8, 14, 28, 31].

2. Запустить программу VLISS из главного меню. Из раздела «Базо-
вые модели» — «Дифференциальные модели» открыть страницу
модели «Хищник–жертва».

3. Провести исследование модели по следующему плану:

(a) Исследовать классическую модель Вольтерры–Лотки (𝛾1 =
0).

∙ вводя различные начальные условия, построить фазовый
портрет и зависимости размера популяций от времени;

∙ исследовать, как изменение параметров модели влияет на
динамику популяций.

(b) Исследовать модифицированную модель Вольтерры–Лотки при
различных значениях параметров: вводя различные началь-
ные условия, построить фазовый портрет и зависимости раз-
мера популяций от времени.

∙ 𝛾1 > 0, 𝛼1𝛽2 − 𝛾1𝛼2 < 0,
∙ 𝛾1 > 0, 𝛼1𝛽2 − 𝛾1𝛼2 > 0.

(c) Дополнительное задание: найти общий интеграл системы урав-
нений Вольтерры–Лотки.
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4. Ответить на вопросы к лабораторной работе.

5. Оформить отчёт по результатам исследований.

Вопросы к лабораторной работе

1. Ответить на общие вопросы на с. 6.

2. Ответить на дополнительные вопросы.

(a) Перечислите достоинства и недостатки модели.

(b) Какова будет динамика популяции жертв (в классической и
модифицированной моделях), если все хищники исчезнут?

(c) Какова будет динамика популяции хищников (в классической
и модифицированной моделях), если все жертвы исчезнут?
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Лабораторная работа № 4

Модель межвидовой конкуренции

Цель работы. Исследовать динамику развития конкурирующих по-
пуляций, потребляющих общий ресурс на примере модели межвидовой
конкуренции.

Требования к уровню усвоения материала

1. См. Общие требования на с. 6.

Порядок выполнения работы

1. Ознакомиться с теоретическим материалом [5, 8, 12, 27, 31].

2. Запустить программу VLISS из главного меню. Из раздела «Базо-
вые модели» — «Дифференциальные модели» открыть страницу
модели «Межвидовая конкуренция».

3. Провести исследование модели по следующему плану:

(a) Исследуйте поведение модели при различных значениях пара-
метров, соответствующих всем четырём исходам конкурент-
ной борьбы:

∙ первая популяция выживает, вторая вымирает;
∙ первая популяция вымирает, вторая выживает;
∙ обе популяции сосуществуют;
∙ в зависимости от начальных условий одна из популяций

выживает, а другая вымирает.

(b) Для каждого случая построить фазовый портрет и графики
зависимости размера популяций от времени.

4. Ответить на вопросы к лабораторной работе.

5. Оформить отчёт по результатам исследований.

Вопросы к лабораторной работе Ответить на общие вопросы на
с. 6.
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Лабораторная работа № 5

Симбиоз

Цель работы. Провести компьютерный анализ динамики численно-
сти двух популяций при наличии положительного взаимного влияния.

Требования к уровню усвоения материала

1. См. Общие требования на с. 6.

Порядок выполнения работы

1. Ознакомиться с теоретическим материалом [18, 28, 30].

2. Запустить программу VLISS из главного меню. Из раздела «Жи-
вые системы» — «Динамика популяций» открыть страницу модели
«Вольтерровские модели взаимодействия двух популяций».

3. Провести исследование модели при значениях параметров 𝑏12 > 0,
𝑏21 > 0 и 𝑐1𝑐2 > 𝑏12𝑏21.

4. Провести исследование модели при значениях параметров 𝑏12 > 0,
𝑏21 > 0 и 𝑐1𝑐2 < 𝑏12𝑏21.

5. Ответить на вопросы к лабораторной работе.

6. Оформить отчёт по результатам исследований.

Вопросы к лабораторной работе

1. Ответить на общие вопросы на с. 6.
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Лабораторная работа № 6

Модель Ван дер Поля

Цель работы. Провести компьютерный анализ автоколебаний на при-
мере модели Ван дер Поля.

Требования к уровню усвоения материала

1. См. Общие требования на с. 6.

2. Уметь выводить уравнение Ван дер Поля.

3. Уметь приводить уравнение, описывающую модель, к безразмер-
ному виду.

Порядок выполнения работы

1. Ознакомиться с теоретическим материалом [25, 31].

2. Запустить программу VLISS из главного меню. Из раздела «Базо-
вые модели» — «Дифференциальные модели» открыть страницу
модели «Модель Ван дер Поля».

3. Исследовать модель при различных значениях параметра 𝜇. Ис-
следовать случаи:

∙ квазигармонических колебаний,

∙ сильно несинусоидальных колебаний,

∙ релаксационных колебаний.

4. Для каждого случая построить фазовый портрет и графики зави-
симости 𝑥 и 𝑦 от времени.

5. Вывести уравнение Ван дер Поля и привести его к безразмерному
виду.

6. Ответить на вопросы к лабораторной работе.

7. Оформить отчёт по результатам исследований.
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Вопросы к лабораторной работе

1. Ответить на общие вопросы на с. 6.

2. Ответить на дополнительные вопросы:

(a) Что такое автоколебания?

(b) Чем автоколебания принципиально отличаются от рассмот-
ренных ранее (например, колебаний маятника)?

(c) Что такое предельные циклы? Какие бывают предельные цик-
лы?

(d) Какой режим возбуждения колебаний называется жёстким
(мягким)?

Дополнительное задание. При каком условии особая точка меняет
тип (неустойчивый фокус — неустойчивый узел)?
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Лабораторная работа № 7

Тримолекулярная модель
(«Брюсселятор»): точечная и
распределённая

Цель работы. Провести исследование автоколебаний в системе хи-
мических реакций на примере тримолекулярной модели «Брюсселятор»
(точечной и распределенной).

Требования к уровню усвоения материала

1. См. Общие требования на с. 6.

Порядок выполнения работы

1. Ознакомиться с теоретическим материалом [24, 16, 31].

2. Запустить программу VLISS из главного меню. Из раздела «Базо-
вые модели» — «Дифференциальные модели» открыть страницу
модели «Точечная модель «Брюсселятор»».

3. Провести исследование модели: исследовать точечную модель при
различных соотношениях между параметрами. Построить фазо-
вый портрет и графики зависимости концентраций веществ от вре-
мени для двух случаев.

∙ автоколебания;

∙ затухающие колебания.

4. Из раздела «Живые системы» — «Пространственно–временная са-
моорганизация биологических систем» открыть страницу модели
«Базовая модель «Брюсселятор»».

5. Провести исследование модели: исследовать распределённую мо-
дель при различных соотношениях между параметрами. Постро-
ить графики зависимости концентрации веществ от координаты
для 2–3 моментов времени и соответствующий им вид реактора
для случаев, когда в системе образуются и не образуются струк-
туры.
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6. Ответить на вопросы к лабораторной работе.

7. Оформить отчёт по результатам исследований.

Вопросы к лабораторной работе

1. Ответить на общие вопросы на с. 6.

2. Ответить на дополнительные вопросы.

(a) Что описывают точечная и распределённая модели?

(b) При каком условии в точечной модели особая точка меняет
тип (неустойчивый фокус – неустойчивый узел и устойчивый
фокус – устойчивый узел)?

(c) При каких условиях в распределённой системе возможна са-
моорганизация?
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Лабораторная работа № 8

Модель Холлинга–Теннера

Цель работы. Исследовать возникновение незатухающих колебаний
на примере модели Холлинга–Теннера.

Требования к уровню усвоения материала

1. См. Общие требования на с. 6.

Порядок выполнения работы

1. Ознакомиться с теоретическим материалом [31, 38].

2. Запустить программу VLISS из главного меню. Из раздела «Базо-
вые модели» — «Дифференциальные модели» открыть страницу
модели «Модель Холлинга–Теннера».

3. Провести исследование модели: исследовать модель при различ-
ных соотношениях между параметрами. Построить фазовый порт-
рет и графики зависимости размера популяций от времени для
двух случаев.

∙ Автоколебания.

∙ Затухающие колебания.

4. Ответить на вопросы к лабораторной работе.

5. Оформить отчёт по результатам исследований.

Вопросы к лабораторной работе

1. Ответить на общие вопросы на с. 6.

2. Ответить на дополнительный вопрос: при каком условии особая
точка меняет тип (неустойчивый фокус – неустойчивый узел и
устойчивый фокус – устойчивый узел)?
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Лабораторная работа № 9

Модель механической системы

Цель работы. Исследовать модель при различных значениях пара-
метров.

Требования к уровню усвоения материала

1. См. Общие требования на с. 6.

Порядок выполнения работы

1. Ознакомиться с теоретическим материалом [1, 31].

2. Запустить программу VLISS из главного меню. Из раздела «Базо-
вые модели» — «Дифференциальные модели» открыть страницу
модели «Модель механической системы».

3. Провести исследование модели: исследовать модель при различ-
ных значениях параметров

∙ 𝛼 = 0, 𝛽 = 0;

∙ 𝛼 = 0, 𝛽 < 0;

∙ 𝛼 = 0, 𝛽 > 0;

∙ 𝛼 > 0, 𝛽 = 0;

∙ 𝛼 > 0, 𝛽 > 0;

∙ 𝛼 > 0, 𝛽 < 0.

Построить фазовый портрет и графики зависимости координаты
и скорости от времени.

4. Ответить на вопросы к лабораторной работе.

5. Оформить отчёт по результатам исследований.

Вопросы к лабораторной работе

1. Ответить на общие вопросы на с. 6.

21



Лабораторная работа № 10

Модели Рёсслера и Лоренца

Цель работы. Изучить свойства странных аттракторов на примере
системы Рёсслера и Лоренца методом вычислительного эксперимента.

Требования к уровню усвоения материала

1. См. Общие требования на с. 6.

2. Знать определения детерминированного хаоса, аттрактора, стран-
ного аттрактора.

3. Знать типы аттракторов и уметь определять их на фазовом порт-
рете.

4. Знать при каких условиях возникает хаотическое поведение систе-
мы.

Порядок выполнения работы

1. Ознакомиться с теоретическим материалом [2, 20, 31, 37].

2. Запустить программу VLISS из главного меню. Из раздела «Базо-
вые модели» — «Дифференциальные модели» открыть страницу
модели «Модель Рёсслера».

3. Провести исследование модели по следующему плану.

(a) Исследовать систему при различных значениях параметра 𝜇.
Построить фазовые портреты и графики зависимости вели-
чин от времени для регулярного и хаотического режима. С
помощью мыши фазовый портрет может быть повернут; по-
старайтесь найти положение, когда фазовый портрет наибо-
лее информативен.

(b) Показать большую чувствительность к начальным условиям
и наличие горизонта предсказуемости в хаотическом режиме.

(c) Дополнительное задание: постарайтесь пронаблюдать удво-
ения периода при значениях параметра 𝜇 равном 3.5, 4.1,
4.18. Из-за наличия переходного режима на фазовом портрете
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удвоение периода может быть плохо заметно; необходимо по-
добрать такие начальные условия, чтобы переходной режим
занимал минимальное время.

4. Из раздела «Базовые модели» — «Дифференциальные модели»
открыть страницу модели «Модель Лоренца».

5. Провести исследование модели по следующему плану.

(a) Изменяя параметры модели, получить следующие режимы
поведения системы:
∙ стационарный;
∙ периодические колебания;
∙ хаотические колебания.

(b) Построить фазовые портреты и графики зависимости вели-
чин от времени для регулярного и хаотического режима. С
помощью мыши фазовый портрет может быть повернут; по-
старайтесь найти положение, когда фазовый портрет наибо-
лее информативен.

(c) Показать большую чувствительность к начальным условиям
и наличие горизонта предсказуемости в хаотическом режиме.

6. Ответить на вопросы к лабораторной работе.
7. Оформить отчёт по результатам исследований.

Вопросы к лабораторной работе

1. Ответить на общие вопросы на с. 6.
2. Ответить на дополнительные вопросы:

(a) Что такое аттрактор, странный аттрактор?
(b) Поясните, что означают аттракторы разных типов: притяги-

вающая точка, предельный цикл, странный аттрактор.
(c) Можно ли утверждать, что, воздействуя на реальную систе-

му, модель поведения которой в фазовом пространстве имеет
аттракторы типа притягивающая точка и предельный цикл,
после воздействия мы вернёмся к исходному её состоянию?

(d) С развитием вычислительной техники создавалось впечатле-
ние, что, создав суперкомпьютер, можно точно промодели-
ровать поведение любой системы. Зная, что данные, закла-
дываемые в модель реальных процессов, никогда не бывают
абсолютно точными, объясните, почему это принципиально
невозможно в случае странного аттрактора.
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Лабораторная работа № 11

Волны жизни

Цель работы. Провести компьютерный анализ динамики численно-
сти популяций при наличии диффузии на примере модели Фишера–
Колмогорова–Петровского–Пискунова.

Требования к уровню усвоения материала

1. См. Общие требования на с. 6.

Порядок выполнения работы

1. Ознакомиться с теоретическим материалом [22, 15, 34].

2. Запустить программу VLISS из главного меню. Из раздела «Жи-
вые системы» — «Динамика популяций» открыть страницу модели
«Волны жизни».

3. Провести исследование модели для различных начальных условий
при фиксированном значении параметра 𝐷, заданного преподава-
телем.

4. Сравнить свои результаты с результатами других студентов, вы-
полнявших работу с иными значениями параметра 𝐷.

5. Ответить на вопросы к лабораторной работе.

6. Оформить отчёт по результатам исследований.

Вопросы к лабораторной работе

1. Ответить на общие вопросы на с. 6.
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Лабораторная работа № 12

Логистическое отображение

Цель работы. Изучить особенности эволюции биологической попу-
ляции на примере модели Ферхюльста методом вычислительного экспе-
римента на ЭВМ.

Требования к уровню усвоения материала

1. См. Общие требования на с. 6.

2. Знать определение удвоения периода, свойства удвоения периода.

3. Знать смысл константы Фейгенбаума.

Порядок выполнения работы

1. Ознакомиться с теоретическим материалом [2, 20, 31, 36, 37].

2. Запустить программу VLISS из главного меню. Из раздела «Жи-
вые системы» открыть страницу модели «Ограниченный рост. Урав-
нение Ферхюльста»; перевести переключатель в положение, соот-
ветствующее логистическому отображению.

3. Провести исследование модели по следующему плану:

(a) Меняя параметр 𝑟, исследовать различные режимы поведе-
ния 𝑥𝑛 при 𝑛 → ∞.

(b) Найти значения параметра 𝑟, при которых происходит удвое-
ние периода.

(c) Определить значение параметра 𝑟, при котором система пе-
реходит в хаотический режим.

(d) Оценить значение постоянной Фейгенбаума. Каков ее смысл?

4. Из раздела «Базовые модели» — «Отображения» открыть страни-
цу модели «Логистическое отображение». Повторить исследования
по плану п. 3.

5. Ответить на вопросы к лабораторной работе.

6. Оформить отчёт по результатам исследований.
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Вопросы к лабораторной работе

1. Ответить на общие вопросы на с. 6.

2. Ответить на дополнительные вопросы:

(a) Что такое удвоения периода?
(b) В чем смысл константы Фейгенбаума?
(c) Какую биологическую систему может описывать модель?

Отчёт по работе должен содержать графики для различных ре-
жимов:

1) выход на 0;

2) выход на константу;

3) 2𝑛-периодические режимы;

4) хаотический режим.
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Лабораторная работа № 13

Игра «Жизнь»

Цель работы. Изучить принцип работы клеточного автомата «Игра
«Жизнь» и исследовать различные формы «жизни» методом вычисли-
тельного эксперимента на ЭВМ.

Требования к уровню усвоения материала

1. См. Общие требования на с. 6.

2. Знать определение клеточного автомата.

3. Знать особенности клеточных автоматов.

4. Знать правила клеточного автомата «Игра «Жизнь».

5. Знать и уметь строить начальные конфигурации «живых клеток»
с разнообразной эволюцией.

Порядок выполнения работы

1. Ознакомиться с теоретическим материалом [9, 31, 33].

2. Запустить программу VLISS из главного меню. Из раздела «Базо-
вые модели» — «Клеточные автоматы» открыть страницу модели
«Игра «Жизнь»».

3. Провести исследование модели по следующему плану.

(a) Исследуйте динамику заданных начальных конфигураций. Опре-
делите, к какой форме «жизни» приведет их эволюция.

(b) Если используемая вами версия программы VLISS поддер-
живает создание конфигураций пользователя, создайте соб-
ственные конфигурации, демонстрирующие следующие вари-
анты эволюции:

∙ исчезают;
∙ стабилизируются;
∙ периодически меняются;
∙ движутся;
∙ генерируют новые объекты.
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4. Ответить на вопросы к лабораторной работе.

5. Оформить отчёт по результатам исследований.

Вопросы к лабораторной работе

1. Что описывает модель?

2. Какими правилами описывается модель?

3. Что такое клеточный автомат? Какими особенностями обладают
клеточные автоматы?

4. Приведите пример вымирающей конфигурации.

5. Приведите пример устойчивой конфигурации.

6. Из скольких клеток состоит минимальная устойчивая конфигура-
ция?

7. Приведите пример периодически меняющейся конфигурации.

8. Приведите пример движущейся конфигурации.

9. Приведите пример конфигурации-генератора.
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Лабораторная работа № 14

Модель Винера–Розенблюта

Цель работы. Изучить особенности волновых процессов в возбуди-
мых средах, в том числе в ткани сердца, на примере клеточного ав-
томата Винера–Розенблюта методом вычислительного эксперимента на
ЭВМ.

Требования к уровню усвоения материала

1. Знать определение клеточного автомата.

2. Знать особенности клеточных автоматов.

3. Знать правила перехода между состояниями модели.

4. Иметь представление о поведении модели при различных значени-
ях переменных.

Порядок выполнения работы

1. Ознакомиться с теоретическим материалом [7, 21, 31, 33].

2. Запустить программу VLISS из главного меню. Из раздела «Базо-
вые модели» — «Клеточные автоматы» открыть страницу модели
«Модель Винера–Розенблюта».

3. Провести исследование модели по следующему плану:

(a) Исследуйте динамику различных начальных конфигураций:

∙ плоский фронт;
∙ полуволна;
∙ двойная полуволна;
∙ круговая волна.

(b) Исследуйте, как влияет изменение параметров модели на ди-
намику системы.

4. Ответить на вопросы к лабораторной работе.

5. Оформить отчёт по результатам исследований.
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Вопросы к лабораторной работе

1. Что описывает модель?

2. Какими правилами описывается модель?

3. Какие структуры могут возникать в модели?

4. Что такое клеточный автомат? Какими особенностями обладают
клеточные автоматы?
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Лабораторная работа № 15

Модель Ва-Тор (Акватор)

Цель работы. Изучить особенности взаимодействия двух популяций
живых организмов во времени и пространстве на примере модели Ва-
Тор методом вычислительного эксперимента на ЭВМ.

Требования к уровню усвоения материала

1. Знать определение клеточного автомата.

2. Знать особенности клеточных автоматов.

3. Знать правила клеточного автомата Ва-Тор.

4. Знать смысл переменных и параметров модели.

5. Иметь представление о характере поведения модели.

Порядок выполнения работы

1. Ознакомиться с теоретическим материалом [4, 10, 31, 33].

2. Запустить программу VLISS из главного меню. Из раздела «Базо-
вые модели» — «Клеточные автоматы» открыть страницу модели
«Модель Ва-Тор (Акватор)».

3. Провести исследование модели по следующему плану:

(a) Исследуйте динамику популяций в зависимости от начальных
условий и параметров модели.

(b) При каких параметрах модели популяции рыб и акул будут
сосуществовать на ареале?

4. Ответить на вопросы к лабораторной работе.

5. Оформить отчёт по результатам исследований.

Вопросы к лабораторной работе

1. Что описывает модель?

2. Какими правилами описывается модель?

3. Каков смысл переменных и параметров модели?
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4. Каковы недостатки модели?

5. Какие варианты динамики взаимодействия популяций могут воз-
никать в модели?

6. В чем отличие и сходство моделей Ва-Тор и Вольтерры–Лотки?

7. В каком случае поведение модели Ва-Тор соответствует логисти-
ческой кривой?

8. Почему на фазовом портрете кривые не являются гладкими?

9. Почему популяция акул при достаточном количестве пищи растет
не безгранично?

10. Что такое клеточный автомат? Какими особенностями обладают
клеточные автоматы?
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Лабораторная работа № 16

Модель Изинга

Цель работы. Изучить особенности магнитных фазовых переходов
на примере модели Изинга методом вычислительного эксперимента.

Требования к уровню усвоения материала

1. Знать физический смысл модели Изинга.

2. Знать основные формулы, характеризующие систему.

3. Знать определения ферромагнетика, антиферромагнетика.

4. Знать идею алгоритма Метрополиса.

5. Знать, с какими задачами связано применение модели Изинга.

Порядок выполнения работы

1. Ознакомиться с теоретическим материалом [31, 33].

2. Запустить программу VLISS из главного меню. Из раздела «Физи-
ческие модели» — «Модели фазовых переходов» открыть страницу
модели «Модель Изинга».

3. Провести исследование модели по следующему плану:

(a) Для фиксированного размера решётки постройте зависимо-
сти намагниченности, теплоемкости и магнитной восприим-
чивости от температуры для ферромагнетика. Оцените по по-
лученным графикам температуру фазового перехода (темпе-
ратуру Кюри).

(b) Для фиксированного размера решётки постройте зависимо-
сти намагниченности, теплоемкости и магнитной восприимчи-
вости от температуры для антиферромагнетика. Оцените по
полученным графикам температуру фазового перехода (тем-
пературу Нееля).

4. Ответить на вопросы к лабораторной работе.

5. Оформить отчёт по результатам исследований.
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Вопросы к лабораторной работе

1. Что описывает модель?

2. Каковы недостатки модели?

3. Какие вещества называются ферромагнетиками и антиферромаг-
нетиками?

4. Что понимают под температурой Кюри и температурой Нееля?

5. Каким образом вычисляется энергия в модели Изинга?

6. Каким образом определяется намагниченность? Как определяется
теплоемкость? Как вычисляется магнитная восприимчивость?

7. Изложите идею алгоритма Метрополиса.

8. В каких задачах применим алгоритм Метрополиса?
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Лабораторная работа № 17

Перколяция узлов на квадратной
решетке

Цель работы. Изучить основы теории перколяции на примере пер-
коляции узлов на квадратной решётке методом вычислительного экспе-
римента.

Требования к уровню усвоения материала

1. Знать определения основных терминов, используемых в теории
перколяции.

2. Знать какие вопросы рассматривает теория перколяции.

3. Знать наиболее распространённые задачи теории перколяции.

4. Знать какими показателями характеризуется перколяция и их ха-
рактеристики.

5. Знать идею алгоритма Хошена–Копельмана.

Содержание работы

1. Ознакомиться с теоретическим материалом [11, 31, 32, 35, 39].

2. Запустить программу VLISS из главного меню. Из раздела «Физи-
ческие модели» — «Модели фазовых переходов» открыть страницу
модели «Перколяция узлов на квадратной решётке».

3. Провести исследование модели по следующему плану:

(a) При фиксированном значении размера решётки оцените по-
рог перколяции, меняя долю заполнения решетки.

(b) Дополнительное задание: проведя моделирование для решё-
ток различного размера, оценить порог перколяции для бес-
конечной решётки с использованием скейлингового соотноше-
ния.

4. Ответить на вопросы к лабораторной работе.

5. Оформить отчёт по результатам исследований.

35



Вопросы к лабораторной работе

1. Приведите примеры различных перколяционных задач.

2. Дайте определение основных терминов, используемых в теории
перколяции.

3. Как ведут себя различные величины (средний приведённый раз-
мер кластера, мощность перколяционного кластера, корреляцион-
ная длина, радиус циркуляции). Запишите основные соотношения.

4. Изложите идею алгоритма Хошена–Копельмана.

Отчёт по работе должен содержать

1. График зависимости вероятности возникновения перколяционного
кластера от доли заполнения решётки.

2. График зависимости приведённого среднего значения кластера от
доли заполнения решётки.

3. Гистограммы распределения кластеров по размерам для случаев,
когда доля заполнения решётки:

∙ меньше порога перколяции;

∙ близка к порогу перколяции;

∙ выше порога перколяции.

4. Картинки заполнения решётки кластерами для тех же случаев.
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Лабораторная работа № 18

Влияние запаздывания

Цель работы. Провести компьютерный анализ динамики численно-
сти популяций при наличии запаздывания на примере модели Хатчинсова–
Райта.

Требования к уровню усвоения материала

1. См. Общие требования на с. 6.

Порядок выполнения работы

1. Ознакомиться с теоретическим материалом [19, 17, 28, 30].

2. Запустить программу VLISS из главного меню. Из раздела «Жи-
вые системы» — «Динамика популяций» открыть страницу модели
«Влияние запаздывания». В модели значение параметра 𝑟 задаётся
по умолчанию равным 𝜋/2 и не может быть изменено.

3. Провести исследование модели при фиксированном значении пара-
метра 𝐾, заданного преподавателем. Выбрать предысторию 𝑦(𝑡) =
exp(−𝑡2) при −𝜏 < 𝑡 < 0. Меняя величину запаздывания 𝜏 , полу-
чить различные режимы изменения численности популяции:

∙ численность монотонно возрастает до стационарного значе-
ния,

∙ численность, совершив затухающие колебания, выходит на
постоянное значение,

∙ численность совершает незатухающие колебания,
∙ система теряет устойчивость.

4. Сравнить свои результаты с результатами других студентов, вы-
полнявших работу с иными значениями параметра 𝐾.

5. Провести исследование модели, выбрать предысторию 𝑦(𝑡) = 1 +
cos(𝜋𝑡/𝜏) при −𝜏 < 𝑡 < 0.

6. Ответить на вопросы к лабораторной работе.

7. Оформить отчёт по результатам исследований.
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Вопросы к лабораторной работе

1. Ответить на общие вопросы на с. 6.

2. Ответить на дополнительные вопросы:

(a) Каким диапазонам запаздывания соответствуют различные
режимы поведения?

(b) Зависят ли эти диапазоны от 𝐾?

Отчёт по работе должен содержать

1) графики зависимости численности популяции от времени для раз-
личных режимов в соответствии с заданием;

2) выводы о поведении системы для каждого случая;

3) ответы на вопросы.
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Лабораторная работа № 19

Триггер Жакоба и Моно

Цель работы. Провести компьютерный анализ триггерной системы.

Требования к уровню усвоения материала

1. См. Общие требования на с. 6.

Порядок выполнения работы

1. Ознакомиться с теоретическим материалом [26, 13, 28, 29].

2. Запустить программу VLISS из главного меню. Из раздела «Жи-
вые системы» — «Базовые модели математической биофизики» от-
крыть страницу модели «Триггер Жакоба и Моно».

3. Провести исследование модели при значениях параметров 𝑚 = 1,
𝐿1 = 3 и 𝐿2 = 3.

4. Провести исследование модели при значениях параметров 𝑚 = 2,
𝐿1 < 2 и 𝐿2 < 2.

5. Провести исследование модели при значениях параметров 𝑚 = 2,
𝐿1 > 2 и 𝐿2 > 2.

6. Ответить на вопросы к лабораторной работе.

7. Оформить отчёт по результатам исследований.

Вопросы к лабораторной работе

1. Ответить на общие вопросы на с. 6.

Отчёт по работе должен содержать для всех трёх случаев слу-
чаев

1) фазовые портреты и графики зависимости величин 𝑥1 и 𝑥2 от вре-
мени;

2) подробные выводы о поведении системы;

3) ответы на вопросы.
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Лабораторная работа № 20

Машина катастроф Зимана

Цель работы. Провести исследование одной из катастроф с исполь-
зованием компьютерной модели машины катастроф Зимана.

Требования к уровню усвоения материала

1) знать основные идеи теории катастроф;

2) уметь определять линию кратных корней;

3) иметь представление о классификации катастроф.

Порядок выполнения работы

1. Ознакомиться с теоретическим материалом [3, 23].

2. На сайте перейти в раздел «Виртуальные лаборатории» — «Нели-
нейные процессы (Java Applets)» — «Машина катастроф Зимана».

3. Перемещая с помощи мыши указатель, наблюдать за изменением
состояния диска. Координаты указателя и положение (угол пово-
рота) диска динамически отображаются под моделью.

4. Найти положения указателя, при которых положение диска изме-
няется скачком. Координаты указателя, соответствующие скачко-
образному изменению положения диска, автоматически заносятся
в таблицу справа от модели.

5. Получите линию кратных корней в виде ♢.

6. Найти координаты «клювов».

7. Оформить отчёт по результатам исследований.

Вопросы к лабораторной работе

1. Какие предположения используются при построении модели?

2. Какие величины являются переменными управления?

3. Какая величина является переменной состояния?

4. Как находится потенциальная энергия системы?
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5. Что утверждает лемма Морса?

6. Совпадают ли экспериментально полученные значения координат
«клювов» с теоретически предсказанными?

7. Что такое принцип максимального промедления?

8. Что такое гистерезис?

9. Какие бывают элементарные катастрофы? К какой из них отно-
сится катастрофа в изученной модели?

Отчёт по работе должен содержать

1) построенную в одном из специализированных пакетов на основе
таблицы результатов компьютерного эксперимента линию крат-
ных корней;

2) координаты «клювов»;

3) ответы на вопросы.
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Рис. 20.1. Пример построенной в пакете Origin линии кратных корней
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Вопросы для самоконтроля
1. Какие из перечисленных особых точек не могут быть аттрактора-

ми?

а) узел; б) центр; в) фокус; г) седло.

2. Внутри устойчивого предельного цикла имеется одна особая точка.
Эта особая точка —

а) устойчивый фокус или устойчивый узел; б) неустойчивый фо-
кус или неустойчивый узел; в) седло; г) центр; д) внутри
устойчивого предельного цикла не может быть особой точки.

3. Внутри неустойчивого предельного цикла имеется одна особая точ-
ка. Эта особая точка —

а) устойчивый фокус или устойчивый узел; б) неустойчивый фо-
кус или неустойчивый узел; в) седло; г) центр; д) внутри
устойчивого предельного цикла не может быть особой точки.

4. Какие из перечисленных характеристик и терминов не имеют от-
ношения к автоколебаниям?

а) обратная связь; б) автомодельность; в) нелинейный эле-
мент; г) предельный цикл; д) размерность самоподобия.

5. Какие особые точки имеются в стандартной модели Вольтерры–
Лотки?

а) узел; б) центр; в) фокус; г) седло.

6. Какие особые точки ни при каком наборе параметров не возникают
в модели межвидовой конкуренции?

а) узел; б) центр; в) фокус; г) седло.

7. В каких из перечисленных моделей возможны бифуркации?

а) модель Мальтуса; б) тримолекулярная модель; в) модель
Холлинга–Тэннера; г) модель гармонического осциллятора; д) мо-
дель Вольтерры–Лотки.

8. Какие из перечисленных объектов не являются фрактальными?

а) множество Кантора; б) ковер Серпинского; в) лемниската
Бернулли; г) дерево; д) множество Мандельброта.

9. Какие из перечисленных характеристик и терминов не имеют от-
ношения к фракталам?
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а) самоподобие; б) непрерывност ; в) размерность Хаусдорфа–
Безиковича; г) размерность самоподобия; д) предельный цикл.

10. Какие из перечисленных терминов не относятся к динамическому
хаосу?

а) странный аттрактор; б) фрактальная размерность; в) удвое-
ние периода; г) универсальность Фейгенбаума; д) синергетика.

11. Какие из перечисленных моделей не служат для описания хими-
ческих превращений?

а) модель Лотки; б) брюсселятор; в) модель Вольтерры–Лотки;
г) модель Ван дер Поля; д) модель Ферхюльста.

12. На рисунке изображено

а) аттрактор Лоренца; б) аттрактор Ресслера; в) фазовый порт-
рет модели Винера–Розенблюта; г) логистическое отображение;
д) отображение Энона.

13. На рисунке изображено

а) аттрактор Лоренца; б) аттрактор Ресслера; в) фазовый порт-
рет модели Винера–Розенблюта; г) логистическое отображение;
д) отображение Энона.

43



14. На рисунке изображено

а) аттрактор Лоренца; б) аттрактор Ресслера; в) фазовый порт-
рет модели Винера–Розенблюта; г) логистическое отображение;
д) отображение Энона.

15. На рисунке изображено

а) аттрактор Лоренца; б) аттрактор Ресслера; в) фазовый порт-
рет модели Винера–Розенблюта; г) логистическое отображение;
д) отображение Энона.

16. На рисунке изображен фазовый портрет

а) модифицированной модели Вольтерры–Лотки; б) модели Ван
дер Поля; в) тримолекулярной модели (брюсселятора); г) мо-
дели Холлинга–Теннера; д) Модели Вольтерры–Лотки.

17. На рисунке изображен фазовый портрет
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а) модифицированной модели Вольтерры–Лотки; б) модели Ван
дер Поля; в) тримолекулярной модели (брюсселятора); г) мо-
дели Холлинга–Теннера; д) Модели Вольтерры–Лотки.

18. На рисунке изображен фазовый портрет

а) модифицированной модели Вольтерры–Лотки; б) модели Ван
дер Поля; в) тримолекулярной модели (брюсселятора); г) мо-
дели Холлинга–Теннера; д) Модели Вольтерры–Лотки.

19. На рисунке изображен фазовый портрет

а) модифицированной модели Вольтерры–Лотки; б) модели Ван
дер Поля; в) тримолекулярной модели (брюсселятора); г) мо-
дели Холлинга–Теннера; д) Модели Вольтерры–Лотки.
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20. Какие из перечисленных особых точек имеются на данном фазо-
вом портрете?

а) узел; б) центр; в) фокус; г) седло; д) предельный цикл.

21. Динамика численности некоторой популяции описывается уравне-
нием 𝑥̇ = 𝑥 − 𝑥2 − 𝑐, где 𝑐 — положительная константа, учиты-
вающая влияние на популяцию человека (охота, рыбная ловля и
т.п.).

При 𝑐 = 1/4 численность популяции

а) неограниченно возрастает; б) стремится к нулю; в) испы-
тывает периодические колебания; г) стремится к значению 1;
д) стремится к значению 1/4.

22. Динамика численности некоторой популяции описывается уравне-
нием 𝑥̇ = 𝑥 − 𝑥2 − 𝑐, где 𝑐 — положительная константа, учиты-
вающая влияние на популяцию человека (охота, рыбная ловля и
т.п.).

При 𝑐 = 1/2 численность популяции

а) неограниченно возрастает; б) стремится к нулю; в) испы-
тывает периодические колебания; г) стремится к значению 1;
д) стремится к значению 1/2.

23. Динамика численности некоторой популяции описывается уравне-
нием 𝑥̇ = 𝑥 − 𝑥2 − 𝑐, где 𝑐 — положительная константа, учиты-
вающая влияние на популяцию человека (охота, рыбная ловля и
т.п.).

При 𝑐 = 3/16 и 𝑥(0) = 1 численность популяции

а) неограниченно возрастает; б) стремится к нулю; в) стремит-
ся к значению 1/2; г) стремится к значению 3/4; д) стремится
к значению 1/4.

24. Колебания маятника описываются уравнением 𝜙′′+2𝛾𝜙′+𝜔2
0 sin𝜙 =

0.
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Малым затуханиям соответствуют

а) 𝜙(0) ≈ 0; б) 𝛾 < 1; в) 𝛾 < 𝜔0; г) 𝛾2 > 𝜔2
0 ; д) 𝜙′(0) ≪ 1.

25. Колебания маятника описываются уравнением 𝜙′′ + 𝜔2
0 sin𝜙 = 0.

Движению по сепаратрисе соответствуют

а) 𝜙(0) = 0, 𝜙′(0) = 0; б) 𝜙(0) = 𝜋, 𝜙′(0) = 0; в) 𝜙(0) =
0, 𝜙′(0) = 2𝜔0; г) 𝜔2

0 ≪ 1; д) 𝜔 = 0.

26. Колебания маятника описываются уравнением 𝜙′′ + 2𝛾𝜙′ + 𝜙 = 0.

Изображенной на рисунке ситуации соответствуют

а) 𝜙(0) = 0, 𝜙′(0) = 0; б) 𝜙(0) = 𝜋, 𝜙′(0) = 0; в) 𝜙(0) =
0, 𝜙′(0) = 𝜋; г) 𝛾 < 1; д) 𝛾 > 1.

27. Модифицированная модель Вольтерры–Лотки (модель хищник–
жертва) описывается системой обыкновенных дифференциальных
уравнений ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥(𝛼− 𝛽𝑦 − 𝜀𝑥),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑦(𝛾 − 𝛿𝑥),

где 𝑥 — размер популяции жертв, 𝑦 — размер популяции хищников,
𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜀 — положительные постоянные, причем 𝛼𝛿 > 𝜀𝛾.

Если начальная численность хищников равна 0, то численность
жертв

а) неограниченно возрастает; б) стремится к нулю; в) испы-
тывает периодические колебания; г) стремится к значению 𝛼

𝜀 ;
д) стремится к значению 𝛾

𝛿 .

28. Модифицированная модель Вольтерры–Лотки (модель хищник–
жертва) описывается системой обыкновенных дифференциальных
уравнений ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥(𝛼− 𝛽𝑦 − 𝜀𝑥),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑦(𝛾 − 𝛿𝑥),
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где 𝑥 — размер популяции жертв, 𝑦 — размер популяции хищников,
𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜀 — положительные постоянные, причём 𝛼𝛿 > 𝜀𝛾.

Фокус на фазовом портрете имеет координаты

а) (0, 0); б)
(︁𝛾
𝛿
, 0
)︁
; в)

(︁𝛼
𝜀
, 0
)︁
; г)

(︂
𝛾

𝛿
,
𝛼𝛿 − 𝜀𝛾

𝛿𝛽

)︂
; д) фокус

на фазовом портрете отсутствует.

29. В модели межвидовой конкуренции динамика численности видов
определяется следующей системой обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений

𝑁̇1 = 𝑁1(𝑟1 − 𝛽1𝑁1 − 𝛼2𝑁2),

𝑁̇2 = 𝑁2(𝑟2 − 𝛽2𝑁2 − 𝛼1𝑁1).
(20.1)

Здесь 𝑁𝑖 — численность 𝑖-го вида, 𝑟𝑖, 𝛽𝑖, 𝛼𝑖 — положительные ко-
эффициенты.

Точка (0, 0)

а) не является особой; б) фокус; в) центр; г) седло; д) узел.

30. В модели межвидовой конкуренции динамика численности видов
определяется следующей системой обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений

𝑁̇1 = 𝑁1(𝑟1 − 𝛽1𝑁1 − 𝛼2𝑁2),

𝑁̇2 = 𝑁2(𝑟2 − 𝛽2𝑁2 − 𝛼1𝑁1).
(20.2)

Здесь 𝑁𝑖 — численность 𝑖-го вида, 𝑟𝑖, 𝛽𝑖, 𝛼𝑖 — положительные ко-
эффициенты.

Если 𝑁1(0) = 0, то численность второго вида

а) неограниченно возрастает; б) стремится к нулю; в) испы-
тывает периодические колебания; г) стремится к значению 𝑟2

𝛽2
;

д) стремится к значению 𝛽−1
2 .

31. В модели межвидовой конкуренции динамика численности видов
определяется следующей системой обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений

𝑁̇1 = 𝑁1(𝑟1 − 𝛽1𝑁1 − 𝛼2𝑁2),

𝑁̇2 = 𝑁2(𝑟2 − 𝛽2𝑁2 − 𝛼1𝑁1).
(20.3)

Здесь 𝑁𝑖 — численность 𝑖-го вида, 𝑟𝑖, 𝛽𝑖, 𝛼𝑖 — положительные ко-
эффициенты.

Если 𝑁2(0) = 0, то численность первого вида
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а) неограниченно возрастает; б) стремится к нулю; в) испы-
тывает периодические колебания; г) стремится к значению 𝑟1

𝛽1
;

д) стремится к значению 𝛽−1
1 .

32. В изображенном на рисунке ламповом генераторе нелинейным эле-
ментом является

T

M

C

L

R

I

I'

ε

L'

а) конденсатор; б) резистор; в) триод; г) катушка; д) коле-
бательный контур.

33. Модель Ван дер Поля задаётся уравнением 𝑥̈−𝜇
(︀
1− 𝑥2

)︀
𝑥̇+𝑥 = 0.

Особая точка на фазовом портрете имеет координаты

а) (0, 0); б) (0, 𝜇); в) (𝜇, 0); г) (𝜇, 𝜇); д) (−𝜇, 𝜇−1).

34. Модель Ван дер Поля задаётся уравнением 𝑥̈−𝜇
(︀
1− 𝑥2

)︀
𝑥̇+𝑥 = 0.

Особая точка из фокуса превращается в узел при условии

а) 𝑥 → 0; б) 𝜇 = 2; в) 𝜇 < 1; г) 𝜇 ≪ 1; д) 𝜇2 < 2.

35.
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Релаксационным колебаниями соответствует

1) рисунок a); 2) рисунок b); 3) рисунок c); 4) все три
рисунка; 5) ни один из рисунков.

36. Модель хищник–жертва Холлинга–Теннера описывается системой
обыкновенных дифференциальных уравнений⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑥̇1 = 𝑟
(︁
1− 𝑥1

𝐾

)︁
𝑥1 −

𝜔𝑥1𝑥2

𝐷 + 𝑥1
,

𝑥̇2 = 𝑆

(︂
1− 𝐽𝑥2

𝑥1

)︂
𝑥2,

где 𝑥1 — размер популяции жертв, где 𝑥2 — размер популяции
хищников, 𝐷,𝐾, 𝐽, 𝑆, 𝜔 — положительные постоянные.

Если начальная численность хищников равна 0, то численность
жертв

а) неограниченно возрастает; б) стремится к нулю; в) стремит-
ся к значению 𝐽 ; г) стремится к значению 𝑟; д) стремится к
значению 𝐾.

37. Модель хищник–жертва Холлинга–Теннера описывается системой
обыкновенных дифференциальных уравнений⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑥̇1 = 𝑟
(︁
1− 𝑥1

𝐾

)︁
𝑥1 −

𝜔𝑥1𝑥2

𝐷 + 𝑥1
,

𝑥̇2 = 𝑆

(︂
1− 𝐽𝑥2

𝑥1

)︂
𝑥2,

где 𝑥1 — размер популяции жертв, где 𝑥2 — размер популяции
хищников, 𝐷,𝐾, 𝐽, 𝑆, 𝜔 — положительные постоянные.

Точка (𝐾, 0)

а) не является особой; б) фокус; в) центр; г) седло; д) узел.

38. Автоколебания в некоторой механической системе описываются
уравнением Дуффинга 𝑥̈(𝑡) + 𝛽𝑥̇(𝑡) + 𝜔2

0𝑥(𝑡) + 𝛼𝑥3(𝑡) = 0.

Особая точка на фазовом портрете этой динамической системы
имеет координаты

а) (0, 0); б) (𝛼, 0); в) (0, 𝛼); г) (𝜔, 𝛼𝛽); д) особых точек нет.
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39. Автоколебания в некоторой механической системе описываются
уравнением Дуффинга 𝑥̈(𝑡) + 𝛽𝑥̇(𝑡) + 𝜔2

0𝑥(𝑡) + 𝛼𝑥3(𝑡) = 0.

Особая точка на фазовом портрете этой динамической системы
является узлом при

а) 𝛼 = 0; б) 𝛼 < 0; в) 𝛽2 < 4𝜔2
0 ; г) 𝛽2 > 4𝜔2

0 ; д) любых
значениях параметров.

40. Тримолекулярная модель (брюсселятор) задаётся системой диф-
ференциальных уравнений в частных производных

𝜕𝑥

𝜕𝑡
= 𝑎+ 𝑥2𝑦 − (𝑏+ 1)𝑥+𝐷𝑥

𝜕2𝑥

𝜕𝑟2
,

𝜕𝑦

𝜕𝑡
= 𝑏𝑥− 𝑥2𝑦 +𝐷𝑦

𝜕2𝑦

𝜕𝑟2
,

(20.4)

где 𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏 — концентрации реагирующих веществ, 𝐷𝑥, 𝐷𝑦 — ко-
эффициенты диффузии.

Реакции протекают

а) в проточном реакторе; б) в объеме при интенсивном переме-
шивании; в) в объёме без перемешивания; г) в длинной тонкой
трубе без перемешивания; д) в чашке Петри.

41. Тримолекулярная модель (брюсселятор) задаётся системой обык-
новенных дифференциальных уравнений

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎+ 𝑥2𝑦 − (𝑏+ 1)𝑥,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑏𝑥− 𝑥2𝑦,

(20.5)

где 𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏 — концентрации реагирующих веществ.

Реакции протекают

а) в проточном реакторе; б) в объёме при интенсивном переме-
шивании; в) в объёме без перемешивания; г) в длинной тонкой
трубе без перемешивания; д) в чашке Петри.

42. Тримолекулярная модель (брюсселятор) задаётся системой обык-
новенных дифференциальных уравнений

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎+ 𝑥2𝑦 − (𝑏+ 1)𝑥,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑏𝑥− 𝑥2𝑦,

(20.6)

где 𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏 — концентрации реагирующих веществ.
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Координаты особой точки

а) (0, 0); б) (𝑎, 𝑏/𝑎); в) (0, 𝑎); г) (−𝑎/𝑏, 𝑎); д) особых точек
нет.

43. Тримолекулярная модель (брюсселятор) задаётся системой обык-
новенных дифференциальных уравнений

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎+ 𝑥2𝑦 − (𝑏+ 1)𝑥,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑏𝑥− 𝑥2𝑦,

(20.7)

где 𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏 — концентрации реагирующих веществ.

Бифуркация

а) происходит при 𝑎2+1 = 𝑏; б) происходит при 𝑎2 = 𝑏; в) про-
исходит при 𝑎 < 0; г) происходит при 𝑎2+𝑏+𝑎 = 1; д) никогда
не происходит.

44. Алгоритм Хошена–Копельмана начал маркировку кластеров с ле-
вого нижнего угла представленной на рисунке матрицы. Гранич-
ные условия открытые (свободные).

        

        

        

        

        

        

4        

 1   2   3 

 
После завершения работы алгоритма выделенная ячейка получит
правильную кластерную метку

а) 0; б) 12; в) 1; г) 7; д) 4.

45. Алгоритм Хошена–Копельмана начал маркировку кластеров с ле-
вого нижнего угла представленной на рисунке матрицы. Гранич-
ные условия открытые (свободные).
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4        

 1   2   3 

 
После окончания работы алгоритма кластер с правильной кластер-
ной меткой 3 имеет размер

а) 1; б) 2; в) 3; г) 27; д) 28.

46. Алгоритм Хошена–Копельмана начал маркировку кластеров с ле-
вого нижнего угла представленной на рисунке матрицы. Гранич-
ные условия открытые (свободные).

        

        

        

        

        

        

4        

 1   2   3 

 
На следующем шаге алгоритм присвоит ячейке кластерную метку

а) 1; б) 5; в) 3; г) 4; д) 0.

47. В клеточном автомате Дж. Конвея «Жизнь» живые клетки обо-
значены тёмным цветом.

2

1

3

Стабильными являются конфигурации, помеченные номерами
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а) 1; б) 2; в) 3; г) в этом клеточном автомате стабильные кон-
фигурации в принципе не возможны; д) ни одна из изображен-
ных конфигураций не является стабильной.

48. В клеточном автомате Дж. Конвея «Жизнь» живые клетки обо-
значены тёмным цветом.

2

1

3

За конечное число шагов стабилизируются конфигурации, поме-
ченные номерами

а) 1; б) 2; в) 3; г) в этом клеточном автомате стабильные кон-
фигурации в принципе не возможны; д) ни одна из изображен-
ных конфигураций не является стабильной.

49. В клеточном автомате Дж. Конвея «Жизнь» живые клетки обо-
значены тёмным цветом.

2

1

3

Периодически изменяющимися являются конфигурации, помечен-
ные номерами

а) 1; б) 2; в) 3; г) в этом клеточном автомате периодически из-
меняющиеся конфигурации в принципе не возможны; д) ни одна
из изображенных конфигураций не является периодически изме-
няющейся.

50. На рисунке представлена одномерная цепочка одинаковых маг-
нитных атомов. Граничные условия периодические. Внешнее маг-
нитное поле отсутствует. Коэффициент обменного взаимодействия
между атомами 𝐽 = 1.
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Полная энергия такой системы в модели Изинга при 𝑇 = 0 равна

а) 1; б) 2; в) −1; г) −2; д) 0.

51. На рисунке представлена одномерная цепочка одинаковых маг-
нитных атомов. Граничные условия периодические. Внешнее маг-
нитное поле отсутствует. Коэффициент обменного взаимодействия
между атомами 𝐽 = −1.

Полная энергия такой системы в модели Изинга при 𝑇 = 0 равна

а) 1; б) 2; в) −1; г) −2; д) 0.

52. На рисунке представлена одномерная цепочка одинаковых маг-
нитных атомов. Граничные условия периодические. Внешнее маг-
нитное поле отсутствует. Коэффициент обменного взаимодействия
между атомами 𝐽 = 1.

Намагниченность такой системы в модели Изинга при 𝑇 = 0 равна

а) 1; б) 2; в) 3; г) 4; д) 0.
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Построение фазовых портретов
динамических систем

Порядок построения фазового портрета линейной
динамической системы

Для построения фазового портрета динамической системы⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎𝑥+ 𝑏𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑐𝑥+ 𝑑𝑦

(20.8)

необходимо выполнить следующие действия.

1. Выписать матрицу коэффициентов системы (20.8)

M =

(︂
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)︂
,

найти ее след trM и определитель detM.

2. Используя рис. 20.2, определить тип особой точки.

3. Найти уравнения особых направлений 𝑑𝑥
𝑑𝑡 = 0 и 𝑑𝑦

𝑑𝑡 = 0.

𝑦 = −𝑎

𝑏
𝑥,

𝑦 = − 𝑐

𝑑
𝑥.

4. Если особая точка является седлом или узлом, то найти асимпто-
ты, используя подстановку 𝑦 = 𝑘𝑥.

5. Определить направление фазовых траекторий.

Примеры построения фазовых портретов простейших
динамических систем

Пример 1.
Используя приведённую выше схему, построим фазовый портрет ди-

намической системы
𝑦′ =

2𝑥+ 𝑦

3𝑥+ 4𝑦
.
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Рис. 20.2. Зависимость типа особой точки от определителя и следа мат-
рицы коэффициентов динамической системы
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Запишем эквивалентную систему дифференциальных уравнений⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 3𝑥+ 4𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 2𝑥+ 𝑦.

1. Матрица коэффициентов системы

M =

(︂
3 4
2 1

)︂
.

Её определитель detM = −5, а след trM = 4.

2. Поскольку определитель отрицателен, особая точка является сед-
лом.

3. Уравнения особых направлений

𝑦 = −3

4
𝑥 и 𝑦 = −2𝑥.

Первую прямую фазовые траектории пересекают в вертикальном
направлении, а вторую — в горизонтальном.

4. Находим уравнения асимптот

𝑘 =
2𝑥+ 𝑘𝑥

3𝑥+ 4𝑘𝑥
=

2 + 𝑘

3 + 4𝑘
,

следовательно, 4𝑘2 + 2𝑘 − 2 = 0. Решая полученное квадратное
уравнение, находим, что 𝑘1 = −1, 𝑘2 = 1

2 , то есть 𝑦 = −𝑥 и 𝑦 = 1
2𝑥.

5. Определяем направление фазовых траекторий. Для этого возьмём
какую-нибудь точку на асимптоте, например (1,−1), и вычислим
значение 𝑦′ в этой точке

𝑦′ =
2 · 1 + 1 · (−1)

3 · 1 + 4 · (−1)
= −1.

Следовательно, 𝑦 уменьшается с ростом 𝑥, то есть фазовые траек-
тории направлены к точке (0, 0).

Теперь можно построить фазовый портрет системы (рис. 20.3).
Пример 2.
Рассмотрим динамическую систему, задаваемую уравнением

𝑦′ =
2𝑥− 𝑦

𝑥− 𝑦
.
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Рис. 20.3. Седло

Запишем эквивалентную систему дифференциальных уравнений⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥− 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 2𝑥− 𝑦.

1. Матрица коэффициентов системы

M =

(︂
1 −1
2 −1

)︂
.

Её определитель detM = 1, а след trM = 0.

2. Поскольку определитель положителен, а след равен нулю, то осо-
бая точка является центром.

3. Уравнения особых направлений 𝑦 = 𝑥 и 𝑦 = 2𝑥. Первую прямую
фазовые траектории пересекают в вертикальном направлении, а
вторую — в горизонтальном.

4. Определяем направление фазовых траекторий. Для этого возьмём
какую-нибудь точку, например (1, 0), и вычислим значение 𝑦′ в
этой точке

𝑦′ =
2− 0

1− 0
= 2.

Следовательно, 𝑦 увеличивается с ростом 𝑥.
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Теперь можно построить фазовый портрет системы (рис. 20.4).
Пример 3.
Рассмотрим динамическую систему, задаваемую уравнением

𝑦′ =
𝑥− 4𝑦

2𝑦 − 3𝑥
.

Запишем эквивалентную систему дифференциальных уравнений⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −3𝑥+ 2𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑥− 4𝑦.

1. Матрица коэффициентов системы

M =

(︂
−3 2
1 −4

)︂
.

Её определитель detM = 10, а след trM = −7.
2. Поскольку определитель положителен, а след отрицателен, и вы-

полняется соотношение detM < (trM/2)2, то особая точка являет-
ся устойчивым узлом.

3. Уравнения особых направлений

𝑦 =
3

2
𝑥 и 𝑦 =

1

4
𝑥.
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Рис. 20.4. Центр
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Первую прямую фазовые траектории пересекают в вертикальном
направлении, а вторую — в горизонтальном.

4. Находим уравнения асимптот

𝑘 =
𝑥− 4𝑘𝑥

2𝑘𝑥− 3𝑥
=

1− 4𝑘

2𝑘 − 3
,

следовательно, 2𝑘2+𝑘−1 = 0. Решая полученное квадратное урав-
нение, находим, что 𝑘1 = −1, 𝑘2 = 1

2 , то есть 𝑦 = −𝑥 и 𝑦 = 1
2𝑥.

5. Поскольку особая точка является устойчивым узлом, то фазовые
траектории направлены к точке (0, 0).

Теперь можно построить фазовый портрет системы (рис. 20.5).
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Рис. 20.5. Устойчивый узел

Пример 4.
Рассмотрим динамическую систему, задаваемую уравнением

𝑦′ =
𝑦 − 2𝑥

𝑦
.

Запишем эквивалентную систему дифференциальных уравнений⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −2𝑥+ 𝑦.
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1. Матрица коэффициентов системы

M =

(︂
0 1
−2 1

)︂
.

Её определитель detM = 2, а след trM = 1.

2. Поскольку определитель и след положительны, и выполняется со-
отношение detM > (trM/2)2, то особая точка является неустойчи-
вым фокусом.

3. Уравнения особых направлений 𝑦 = 0 и 𝑦 = 2𝑥. Первую прямую
фазовые траектории пересекают в вертикальном направлении, а
вторую — в горизонтальном.

4. Поскольку особая точка является неустойчивым фокусом, то фа-
зовые траектории направлены от точки (0, 0). Однако мы не знаем
ещё одной детали, в каком направлении происходит раскручивание
фазовой траектории: по или против часовой стрелки? Вычислим
вектор скорости (𝑑𝑥𝑑𝑡 ;

𝑑𝑥
𝑑𝑡 ), например, в точке (1; 0): (0;−2). Таким

образом, вектор скорости направлен вниз, и, следовательно, спи-
раль раскручивается по часовой стрелке, т.к. вектор скорости в
любой точке направлен по касательной к траектории.

Теперь можно построить фазовый портрет системы (рис. 20.6).
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Рис. 20.6. Неустойчивый фокус
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Пример исследования простой нелинейной динамической
системы

Рассмотрим модификацию модели хищник–жертва, в которой даже
в отсутствии хищников рост численности популяции жертв ограничен
внутривидовой конкуренцией. Система уравнений, описывающих дина-
мику популяций, имеет вид⎧⎪⎨⎪⎩

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝛼𝑥− 𝛽𝑥𝑦 − 𝜀𝑥2,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝛾𝑦 + 𝛿𝑥𝑦.

Найдем особые точки системы, переписав ее в виде⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥(𝛼− 𝛽𝑦 − 𝜀𝑥),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑦(𝛾 − 𝛿𝑥).

Заметим, что фазовые траектории пересекают прямую 𝑥 = 𝛾
𝛿 в горизон-

тальном направлении, т.к. на этой прямой 𝑑𝑦
𝑑𝑡 = 0. Прямую 𝑦 = 𝛼

𝛽 − 𝜀
𝛽𝑥

фазовые траектории пересекают в вертикальном направлении, т.к. на
этой прямой 𝑑𝑥

𝑑𝑡 = 0.
Очевидно, что система имеет три особые точки:

1. 𝑥 = 0, 𝑦 = 0.

2. 𝑥 = 𝛼
𝜀 , 𝑦 = 0.

3. 𝑥 = 𝛾
𝛿 , 𝑦 = 𝛼𝛿−𝜀𝛾

𝛽𝛿 .

Подробно разберем случай, когда 𝛼𝛿 − 𝜀𝛾 > 0. Случай 𝛼𝛿 − 𝜀𝛾 < 0
оставим для самостоятельного рассмотрения.

1. Рассмотрим поведение системы вблизи первой особой точки. Пре-
небрегая величинами второго порядка малости 𝑥𝑦 и 𝑥2, имеем⎧⎪⎨⎪⎩

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝛼𝑥,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝛾𝑦.

(20.9)

Матрица коэффициентов правой части этой системы дифферен-
циальных уравнений имеет вид

M =

(︂
𝛼 0
0 −𝛾

)︂
. (20.10)
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Ее определитель det𝑀 = −𝛼𝛾 < 0, следовательно, первая особая
точка — седло.

2. Теперь рассмотрим поведение системы вблизи второй особой точ-
ки. Пусть 𝑥 = 𝑥̃+ 𝛼

𝜀 , где 𝑥̃ — малая величина. Тогда система урав-
нений вблизи особой точки примет вид⎧⎪⎨⎪⎩

𝑑𝑥̃

𝑑𝑡
=
(︁
𝑥̃+

𝛼

𝜀

)︁(︁
𝛼− 𝛽𝑦 − 𝜀

(︁
𝑥̃+

𝛼

𝜀

)︁)︁
,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑦

(︁
𝛾 − 𝛿

(︁
𝑥̃+

𝛼

𝜀

)︁)︁
.

Пренебрегая слагаемыми второго порядка малости, имеем⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑𝑥̃

𝑑𝑡
= −𝛼𝑥̃− 𝛼𝛽

𝜀
𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

𝛼𝛿 − 𝛾𝜀

𝜀
𝑦.

Матрица коэффициентов правой части этой системы дифферен-
циальных уравнений имеет вид

M =

(︂
−𝛼 −𝛼𝛽

𝜀

0 𝛼𝛿−𝛾𝜀
𝜀

)︂
. (20.11)

Ее определитель det𝑀 = −𝛼𝛼𝛿−𝛾𝜀
𝜀 < 0, поскольку мы рассмат-

риваем случай, когда 𝛼𝛿 − 𝜀𝛾 > 0. Следовательно, вторая особая
точка — тоже седло. Вблизи этой особой точки фазовые траек-
тории являются гиперболами. Найдем их асимптоты. Для этого
перепишем систему уравнений в виде одного уравнения

𝑑𝑦

𝑑𝑥̃
=

(𝛼𝛿 − 𝛾𝜀)𝑦

−𝛼𝜀𝑥̃− 𝛼𝛽𝑦

и подставим в него 𝑦 = 𝑘𝑥̃

𝑘 =
(𝛼𝛿 − 𝛾𝜀)𝑘𝑥̃

−𝛼𝜀𝑥̃− 𝛼𝛽𝑘𝑥̃
=

(𝛼𝛿 − 𝛾𝜀)𝑘

−𝛼𝜀− 𝛼𝛽𝑘
.

Откуда 𝑘(−𝛼𝜀−𝛼𝛽𝑘)− (𝛼𝛿− 𝛾𝜀)) = 0, т.е. одна из асимптот 𝑦 = 0,
а вторая — 𝑦 = 𝛾𝜖−𝛼𝛿−𝛼𝜀

𝛼𝛽 𝑥.

3. Наконец рассмотрим поведение системы вблизи третьей особой
точки. Пусть 𝑥 = 𝛾

𝛿 + 𝑥̃, 𝑦 = 𝛼𝛿−𝛾𝜀
𝛽𝛿 + 𝑦, где 𝑥̃, 𝑦 — малые вели-

чины. Тогда система дифференциальных уравнений запишется в
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виде ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑑𝑥̃

𝑑𝑡
=
(︁𝛾
𝛿
+ 𝑥̃
)︁(︂

𝛼− 𝛽

(︂
𝛼𝛿 − 𝛾𝜀

𝛽𝛿
+ 𝑦

)︂
− 𝜀

(︁𝛾
𝛿
+ 𝑥̃
)︁)︂

,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −

(︂
𝛼𝛿 − 𝛾𝜀

𝛽𝛿
+ 𝑦

)︂(︁
𝛾 − 𝛿

(︁𝛾
𝛿
+ 𝑥̃
)︁)︁

.

Пренебрегая слагаемыми второго порядка малости, имеем⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑑𝑥̃

𝑑𝑡
= −𝛾𝜀

𝛿
𝑥̃− 𝛽𝛾

𝛿
𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

𝛼𝛿 − 𝛾𝜀

𝛽
𝑥̃.

Матрица коэффициентов правой части этой системы дифферен-
циальных уравнений имеет вид

M =

(︃
−𝛾𝜀

𝛿 −𝛽𝛾
𝛿

𝛼𝛿−𝛾𝜀
𝛽 0

)︃
. (20.12)

Определитель матрицы detM = 𝛾
𝛿 (𝛼𝛿 − 𝛾𝜀) > 0, след матрицы

trM = −𝛾𝜀
𝛿 < 0, следовательно, особая точка — устойчивый фокус

или узел. Тип особой точки (фокус или узел) определяется знаком
выражения(︂

trM

2

)︂2

− detM =
(︁
−𝛾𝜀

2𝛿

)︁2
− 𝛾

𝛿
(𝛼𝛿 − 𝛾𝜀) = −𝛼𝛾 − 3𝛾𝜀

4𝛿
.

Задачи для самостоятельного решения

Задача 1

Найти особые точки, определить их тип и построить фазовый порт-
рет системы ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥(𝛼− 𝛽𝑦 − 𝜀𝑥),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑦(𝛾 − 𝛿𝑥),

если 𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝛼 > 0, 𝛽 > 0, 𝜀 > 0, 𝛾 > 0, 𝛿 > 0 и 𝛼𝛿 − 𝜀𝛾 < 0.

Задача 2

Определить тип особых точек
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1. 𝑁1 = 0, 𝑁2 = 0,

2. 𝑁1 =
𝑟2𝛼2 − 𝛽2𝑟1
𝛼1𝛼2 − 𝛽1𝛽2

, 𝑁2 =
𝑟1𝛼1 − 𝛽1𝑟2
𝛼1𝛼2 − 𝛽1𝛽2

,

и построить вблизи них фазовые траектории системы{︃
𝑁̇1 = 𝑁1(𝑟1 − 𝛽1𝑁1 − 𝛼2𝑁2),

𝑁̇2 = 𝑁2(𝑟2 − 𝛽2𝑁2 − 𝛼1𝑁1),

если 𝑁1 > 0, 𝑁2 > 0, 𝑟1 > 0, 𝑟2 > 0, 𝛼1 > 0, 𝛼2 > 0, 𝛽1 > 0, 𝛽2 > 0 и

𝛼1𝛼2 − 𝛽1𝛽2 > 0, 𝑟2𝛼2 − 𝛽2𝑟1 > 0, 𝑟1𝛼1 − 𝛽1𝑟2 > 0.

Задача 3

Определить тип особых точек

1. 𝑁1 = 0, 𝑁2 = 𝑟2/𝛽2,

2. 𝑁1 = 𝑟1/𝛽1, 𝑁2 = 0,

и построить вблизи них фазовые траектории системы{︃
𝑁̇1 = 𝑁1(𝑟1 − 𝛽1𝑁1 − 𝛼2𝑁2),

𝑁̇2 = 𝑁2(𝑟2 − 𝛽2𝑁2 − 𝛼1𝑁1),

если 𝑁1 > 0, 𝑁2 > 0, 𝑟1 > 0, 𝑟2 > 0, 𝛼1 > 0, 𝛼2 > 0, 𝛽1 > 0, 𝛽2 > 0 и

𝛼1𝛼2 − 𝛽1𝛽2 > 0, 𝑟2𝛼2 − 𝛽2𝑟1 > 0, 𝑟1𝛼1 − 𝛽1𝑟2 > 0.

Задача 4

Определить тип особых точек

1. 𝑁1 = 0, 𝑁2 = 𝑟2/𝛽2,

2. 𝑁1 = 𝑟1/𝛽1, 𝑁2 = 0

и построить вблизи них фазовые траектории системы{︃
𝑁̇1 = 𝑁1(𝑟1 − 𝛽1𝑁1 − 𝛼2𝑁2),

𝑁̇2 = 𝑁2(𝑟2 − 𝛽2𝑁2 − 𝛼1𝑁1),

если 𝑁1 > 0, 𝑁2 > 0, 𝑟1 > 0, 𝑟2 > 0, 𝛼1 > 0, 𝛼2 > 0, 𝛽1 > 0, 𝛽2 > 0 и

𝛼1𝛼2 − 𝛽1𝛽2 < 0, 𝑟2𝛼2 − 𝛽2𝑟1 < 0, 𝑟1𝛼1 − 𝛽1𝑟2 < 0.

Задача 5

Определить тип особых точек

66



1. 𝑁1 = 0, 𝑁2 = 0,

2. 𝑁1 =
𝑟2𝛼2 − 𝛽2𝑟1
𝛼1𝛼2 − 𝛽1𝛽2

, 𝑁2 =
𝑟1𝛼1 − 𝛽1𝑟2
𝛼1𝛼2 − 𝛽1𝛽2

и построить вблизи них фазовые траектории системы{︃
𝑁̇1 = 𝑁1(𝑟1 − 𝛽1𝑁1 − 𝛼2𝑁2),

𝑁̇2 = 𝑁2(𝑟2 − 𝛽2𝑁2 − 𝛼1𝑁1),

если 𝑁1 > 0, 𝑁2 > 0, 𝑟1 > 0, 𝑟2 > 0, 𝛼1 > 0, 𝛼2 > 0, 𝛽1 > 0, 𝛽2 > 0 и

𝛼1𝛼2 − 𝛽1𝛽2 < 0, 𝑟2𝛼2 − 𝛽2𝑟1 < 0, 𝑟1𝛼1 − 𝛽1𝑟2 < 0.

Задача 6

Определить тип особых точек

1. 𝑁1 = 0, 𝑁2 = 𝑟2/𝛽2,

2. 𝑁1 = 𝑟1/𝛽1, 𝑁2 = 0

и построить вблизи них фазовые траектории системы{︃
𝑁̇1 = 𝑁1(𝑟1 − 𝛽1𝑁1 − 𝛼2𝑁2),

𝑁̇2 = 𝑁2(𝑟2 − 𝛽2𝑁2 − 𝛼1𝑁1),

если 𝑁1 > 0, 𝑁2 > 0, 𝑟1 > 0, 𝑟2 > 0, 𝛼1 > 0, 𝛼2 > 0, 𝛽1 > 0, 𝛽2 > 0 и

𝑟2𝛼2 − 𝛽2𝑟1 < 0, 𝑟1𝛼1 − 𝛽1𝑟2 > 0.

Задача 7

Определить тип особых точек

1. 𝑁1 = 0, 𝑁2 = 𝑟2/𝛽2,

2. 𝑁1 = 𝑟1/𝛽1, 𝑁2 = 0

и построить вблизи них фазовые траектории системы{︃
𝑁̇1 = 𝑁1(𝑟1 − 𝛽1𝑁1 − 𝛼2𝑁2),

𝑁̇2 = 𝑁2(𝑟2 − 𝛽2𝑁2 − 𝛼1𝑁1),

если 𝑁1 > 0, 𝑁2 > 0, 𝑟1 > 0, 𝑟2 > 0, 𝛼1 > 0, 𝛼2 > 0, 𝛽1 > 0, 𝛽2 > 0 и

𝑟2𝛼2 − 𝛽2𝑟1 > 0, 𝑟1𝛼1 − 𝛽1𝑟2 < 0.
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